
بهینه‌سازی
امقید ن مبانی‌بهینه‌سازی‌
ذیل

محسن‌هوشمند
هدانشکده‌تکنولوژی‌اطلاعات‌و‌علم‌رایان

ه‌زنجاندانشگاه‌تحصیلات‌تکمیلی‌علوم‌پای



روش‌های‌جستجو‌خط

یافتن‌مسیر‌جستجو‌𝒑𝑖

تصمیم‌بر‌اندازه‌قدم‌در‌راستای‌مسیر‌جستجو

𝛼𝑖

طول‌قدم

سرعت‌یادگیری

𝒑𝑖

تندترین‌نزول

مزدوج‌گرادیان

نیوتن

شبه‌نیوتن

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖



روش‌های‌جستجو‌خط

یافتن‌مسیر‌جستجو‌𝒑𝑖

تصمیم‌بر‌اندازه‌قدم‌در‌راستای‌مسیر‌جستجو

𝛼𝑖
طول‌قدم
سرعت‌یادگیری

𝒑𝑖

تندترین‌نزول

𝒑𝑖 = −𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝒑𝑖 = −I𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝐼ماتریس‌همانی
مزدوج‌گرادیان
نیوتن
شبه‌نیوتن

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖



روش‌های‌جستجو‌خط

یافتن‌مسیر‌جستجو‌𝒑𝑖

تصمیم‌بر‌اندازه‌قدم‌در‌راستای‌مسیر‌جستجو

𝛼𝑖
طول‌قدم
سرعت‌یادگیری

𝒑𝑖

تندترین‌نزول
مزدوج‌گرادیان

𝒈𝑖 = 𝛻𝑓 𝒙𝑖

𝒑𝑖 = −𝒈𝑖 + 𝜷 𝑖𝒑𝑖−1

ریوز-فلچر

𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1 2

2

𝒈𝑖 2
2

ریبریه-پولاک

𝛽𝑖 =
𝒈𝑖+1

𝑇(𝒈𝑖+1−𝒈𝑖)

𝒈𝑖 2
2

نیوتن
شبه‌نیوتن

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖



روش‌های‌جستجو‌خط

یافتن‌مسیر‌جستجو‌𝒑𝑖

تصمیم‌بر‌اندازه‌قدم‌در‌راستای‌مسیر‌جستجو

𝛼𝑖

طول‌قدم
سرعت‌یادگیری

𝒑𝑖

تندترین‌نزول
مزدوج‌گرادیان
نیوتن

𝒑𝑖 = −𝐻−1𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝐻 = 𝛻2𝑓(𝒙𝑖)

نیوتن‌تغییریافته‌

𝒑𝑖 = −(𝐻 + 𝜈𝐼)−1𝛻𝑓(𝒙𝑖)

شبه‌نیوتن

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖



روش‌های‌جستجو‌خط

یافتن‌مسیر‌جستجو‌𝒑𝑖

تصمیم‌بر‌اندازه‌قدم‌در‌راستای‌مسیر‌جستجو

𝛼𝑖

طول‌قدم

سرعت‌یادگیری

𝒑𝑖

تندترین‌نزول

مزدوج‌گرادیان

نیوتن

شبه‌نیوتن

𝒑𝑖 = −𝐵𝑖
𝛻𝑓(𝒙𝑖)م

𝐵𝑖 تقریب‌ماتریس‌هسی

با‌استفاده‌از‌ماتریس‌رتبه‌پایین

۱-م‌ر‌

𝐵𝑖+1
م

= 𝐵𝑖
م

+
(𝐬𝑖−𝐵𝑖

م
𝒚𝑖)(𝐬𝑖−𝐵𝑖

م
𝒚𝑖)𝑇

(𝐬𝑖−𝐵
𝑖

م
𝒚𝑖)𝑇𝒚𝑖

د‌ف‌پ

𝐵𝑖+1
م

= 𝐵𝑖
م

−
𝐵𝑖
م

𝒚𝑖𝒚𝑖
𝑇𝐵𝑖

م

𝒚𝑖
𝑇𝐵

𝑖

م
𝒚𝑖

+
𝐬𝑖𝒔𝑖

𝑇

𝒚𝑖
𝑇𝒔𝑖

ب‌ف‌گ‌ش

𝐵𝑖+1
م

= 𝐼 − 𝛾𝑖𝐬𝑖𝒚𝑖
𝑇 𝐵𝑖

م
𝐼 − 𝛾𝑖𝐲𝑖𝒔𝑖

𝑇 + 𝛾𝑖𝐬𝑖𝒔𝑖
𝑇

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖

𝒔𝑖 = 𝒙𝑖+1 − 𝒙𝑖 = 𝛼𝑖𝒑𝑖

𝒈𝑖 = 𝛻𝑓 𝒙𝑖

𝒚𝑖 = 𝒈𝑖+1 − 𝒈𝑖

𝐵𝑖+1𝒔𝑖 = 𝒚𝑖

𝛾𝑖 =
1

𝒚𝑖
𝑇𝒔𝑖



روش‌های‌جستجو‌خط

یافتن‌مسیر‌جستجو‌𝒑𝑖

تصمیم‌بر‌اندازه‌قدم‌در‌راستای‌مسیر‌جستجو

𝛼𝑖

طول‌قدم
سرعت‌یادگیری

𝒑𝑖

تندترین‌نزول
مزدوج‌گرادیان
نیوتن
شبه‌نیوتن

همه‌ماتریس‌ها‌متقارن‌و‌ناتکین
مثبت‌معین

𝒑𝑖
𝑇𝛻𝑓(𝒙𝑖)=−𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝑇𝐵𝑖
−1𝛻𝑓(𝒙𝑖)<0

مسیری‌نزولی𝒑𝑖پس‌

𝑥𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖



همگرائی‌روش‌های‌جستجو‌خط

(مرحله‌به‌مرحله)الگوریتم‌های‌عددی‌تکراری‌

بهینه‌سازی‌مناسب‌بسته‌به‌انتخاب‌طول‌قدم‌مناسب‌و‌جهت‌مناسب

همگرائی‌به‌جهت‌می‌پردازد

از‌زاویه‌دیگر
همگرائی‌به‌معنی‌رسیدن‌به‌نقطه‌کمینه

:همگرائی‌سراسری
الگوریتم‌با‌شروع‌از‌هر‌فاصلة‌دوری‌از‌کمینه،‌به‌کمینه‌برسد

همگرایی‌سراسری‌روش‌های‌جستجو‌خطی‌𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖

به‌نقطه‌مانا
مگر‌استفاده‌از‌اطلاعات‌هسی



مرتبه‌همگرائی

صادق‌در‌𝑝کوچکترین‌کران‌بالای‌اعداد‌نامنفی‌

0 ≤ حـــــــد
𝑖→∞

𝑟𝑖+۱ − 𝑟∗

𝑟𝑖 − 𝑟∗ 𝑝 < ∞

ملاک‌بررسی‌در‌حین‌میل‌به‌بی‌نهایت
ذیل‌مقادیر‌و‌مراحل

𝑝کاهش‌فاصله‌از‌حد‌به‌اندازه‌توان‌



مرتبه‌همگرائی

فرض‌وجود‌دنباله‌و‌حد‌زیر

𝛽 = حـــــــد
𝑖→∞

𝑟𝑖+۱ − 𝑟∗

𝑟𝑖 − 𝑟∗ 𝑝

آن‌گاه
𝑟𝑖+۱ − 𝑟∗ = 𝛽 𝑟𝑖 − 𝑟∗ 𝑝



مثال-مرتبه‌همگرائی

0 < 𝑎 < 1

𝑟𝑖(الف = 𝑎𝑖

همگرا‌به‌صفر‌با‌مرتبة‌یک


𝑟𝑖+1

𝑟𝑖
= 𝑎

𝑟𝑖(ب = 𝑎(2𝑖−1)

همگرا‌به‌صفر‌با‌مرتبه‌دو


𝑟𝑖+1

𝑟𝑖
2 = 𝑎

𝛽 = حـــــــد
𝑖→∞

𝑟𝑖+۱ − 𝑟∗

𝑟𝑖 − 𝑟∗ 𝑝



همگرائی‌خطی

𝑝 = ۱

حـــــــد
𝑖→∞

𝑟𝑖+۱ − 𝑟∗

𝑟𝑖 − 𝑟∗
= 𝛽 < 1

𝛽همگرایی‌(سرعت)همگرا‌به‌حد‌با‌نسبت‌

c𝛽𝑖سرعت‌:گام𝑖در‌

هم‌گرائی‌هندسی!

مقایسه‌دو‌الگوریتم‌خطی-مثال
مقایسه‌بر‌حسب‌نسبت‌های‌همگرائی‌متناظر‌آن‌ها
نسبت‌کوچکتر‌نمایشگر‌سرعت‌بیشتر

𝛽 = همگرائی‌زبرخطی0



همگرائی‌روش‌های‌جستجو‌خط

تندترین‌نزول‌همیشه‌در‌راستای‌کاهش‌گرادیان‌پس‌همگرا‌به‌نقطه‌مانا

محور-روش‌نیوتن
در‌صورتی‌که‌ماتریس‌هسی‌یا‌تقریب‌هسی‌

دارای‌عدد‌شرط‌حددار‌

مثبت‌معین

رعایت‌شروط‌وولف

روش‌گرادیان‌مزدوج
𝑄𝑥 = 𝑏

همگرایی‌در‌صورت‌تقارن‌و‌مثبت‌معینی‌در‌بی‌نهایت

بسته‌به‌عدد‌وضعیت



سرعت‌همگرائی

همگرائی‌آسان‌به‌دنبال‌مسیرهای‌غیرمتعامد‌با‌گرادیان
ولی‌کافی‌نیست
گاهی‌اوقات‌موجب‌اشتباه

بسیار‌کند
تندترین‌نزول

روش‌نیوتن‌رسیدن‌به‌جواب‌وقتی‌در‌همسایگی‌باشد
ولی‌در‌دور‌دست‌لزوما‌به‌جواب‌نخواهد‌رسید



سرعت‌همگرایی‌گرادیان‌نزولی

تحلیل‌تابع‌درجه‌دو

جستجو‌خط‌کامل‌

𝑓 𝒙 =
۱
۲

𝒙𝑇𝑄𝒙 − 𝒃𝑇𝒙

𝑄متقارن‌و‌مثبت‌معین

گرادیان‌
𝛻𝑓 𝒙 = 𝑄𝒙 − 𝒃

𝑄𝒙کمینه‌ساز‌پاسخ‌منحصربه‌‌فرد‌ = 𝒃



سرعت‌همگرایی‌گرادیان‌نزولی

𝑓محاسبة‌طول‌قدم‌کمینه‌ساز‌تابع‌ 𝒙𝑖 − 𝛼𝛻f𝒊

𝑓 𝒙𝒊 − 𝛼𝛻f𝒊 =
۱
۲

𝒙𝒊 − 𝛼𝛻f𝐢
𝑇𝑄 𝒙𝒊 − 𝛼𝛻f𝒊 − 𝒃𝑇 𝒙𝒊 − 𝛼𝛻f𝐢

با‌مشتق‌گیری‌نسبت‌به‌طول‌قدم‌و‌برابر‌صفر‌قرار‌دادن

𝛼𝑖 =
𝛻fi

𝑇𝛻f𝑖

𝛻fi
𝑇Q𝛻f𝑖



سرعت‌همگرایی‌گرادیان‌نزولی

با‌استفاده‌از‌مقدار‌دقیق‌کمینه‌‌ساز‌طول‌قدم

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 −
𝛻fi

𝑇𝛻f𝐢

𝛻fi
𝑇Q𝛻f𝐢

𝛻𝑓𝑖

𝛻f𝐢 = 𝑄𝒙𝒊 − 𝒃

𝒙𝑖بر‌اساس‌𝒙𝑖+1امکان‌نوشتن‌صورت‌بسته‌

بعدی-nبیضی‌وارهای‌
محورهای‌آن‌برابر‌با‌بردار‌ویژه‌های‌ماتریس‌𝑄



سرعت‌همگرایی‌گرادیان‌نزولی

𝒙 𝑄
2 = 𝒙𝑻𝑄𝒙

استفاده‌از
𝑄𝒙∗ = 𝒃

۱
۲

𝒙 − 𝒙∗
𝑄
2 = 𝑓 𝒙 − 𝑓 𝒙∗

امکان‌استفاده‌از‌سمت‌چپ‌معادله‌برای‌تقریب‌سمت‌راست‌و‌استفاده‌از‌آن‌در‌همگرایی



𝛻fi = 𝑄(𝒙𝑖 − 𝒙∗)

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 −
𝛻fi

𝑇𝛻f𝐢

𝛻fi
𝑇Q𝛻f𝐢

𝛻𝑓𝑖

𝒙𝑖+1 − 𝒙∗
𝑄
2 = ۱ −

𝛻fi
𝑇𝛻fi

۲

𝛻fi
𝑇Q𝛻fi 𝛻fi

𝑇Q۱ـ𝛻fi

𝒙𝒊 − 𝒙∗
𝑄
2

در‌هر‌مرحله‌تکرار‌الگوریتم𝑓مقدار‌دقیق‌کاهش‌
سختی‌تفسیر

سرعت‌همگرایی‌گرادیان‌نزولی



سرعت‌همگرایی‌گرادیان‌نزولی

(شرط)استفاده‌از‌عدد‌وضعیت‌

قضیه

روش‌تندترین‌نزول‌با‌جستجو‌خط‌دقیق‌روی‌تابع‌درجه‌دو‌محدب

𝒙𝑖+1 − 𝒙∗
𝑄
2 =

𝜆𝑛 − 𝜆۱
𝜆𝑛 + 𝜆۱

۲
𝒙𝒊 − 𝒙∗

𝑄
2

𝑄بردارهای‌ویژه‌
0 ≤ 𝜆۱ ≤ 𝜆۲ ≤ ⋯ ≤ 𝜆𝑛



𝒙𝑖+1 − 𝒙∗
𝑄
2 =

𝜆𝑛 − 𝜆۱
𝜆𝑛 + 𝜆۱

۲
𝒙𝒊 − 𝒙∗

𝑄
2

(همیشه‌لزوما‌این‌گونه‌نیست)عدد‌شرط‌

𝜅 𝑄 = 𝑄 𝑄−۱ =
𝜆𝑛

𝜆۱ 

𝒙𝒊 − 𝒙∗
𝑄 =

𝜅(𝑄) − ۱
𝜅(𝑄) + ۱

𝑖

𝒙0 − 𝒙∗
𝑄

افزایش‌عدد‌شرط
 کشیده‌شدن‌سطح‌تراز‌ها‌‌
افزایش‌زیگزاگ‌ها
نزول‌سرعت‌همگرایی
عدد‌شرط‌بزرگ‌برابر‌با‌ماتریس‌بدتعریف

سرعت‌همگرایی‌گرادیان‌نزولی

•𝜅 𝑄 = 𝑄 𝑄−۱

•𝜅 𝑄خوش‌وضعیتی»:کوچک»
•𝜅 𝑄بدوضعیتی:بزرگ!
𝜅گاهی‌اوقات‌امکان‌تعریف‌• 𝑄با‌مقادیر‌ویژه

چه‌مواقعی؟•



سرعت‌همگرایی‌گرادیان‌نزولی

𝑟 ∈
𝜆𝑛 − 𝜆۱
𝜆𝑛 + 𝜆۱

, ۱

𝑓 𝒙𝑖+۱ − 𝑓 𝒙∗ ≤ 𝑟 𝑓 𝒙𝒊 − 𝑓 𝒙∗

مثال
𝜅 𝑄 = ۸۰۰‌،𝑓 𝑥۱ = ۱‌،𝑓 𝑥∗ = 0

آنگاه‌با‌تقریب‌بالا
پس‌از‌هزار‌قدم‌

𝑓 𝑥۱۰۰۰ = ۰.۰۸



همگرایی‌روش‌نیوتن

همگرایی‌محلی

مجانبی‌درجه‌دو

با‌فرض
𝐻 𝒙∗ ≻ 0
پیوسته‌و‌هموار

انواع‌روش‌های‌محاسبه‌خطا

𝛿𝑖 = 𝒙𝑖 − 𝒙∗یا‌𝛿𝑖 = 𝑓(𝒙𝑖) − 𝑓(𝒙∗)

𝛿𝑖+۱ ≤ 𝑐𝛿𝑖
۲

𝛿𝑘مثال‌ = ۱۰−۲
𝛿𝑖+۱ = 𝛿𝑖+۲و‌۱۰−۴ = ۱۰−۸



سرعت‌همگرائی‌گرادیان‌مزدوج

𝒙𝑖+۱ − 𝒙∗
𝑄
۲ ≤

𝜆𝑛−𝑖 − 𝜆۱
𝜆𝑛−𝑖 + 𝜆۱

۲
𝒙𝑖 − 𝒙∗

𝑄
۲



سرعت‌همگرائی‌گرادیان‌مزدوج

𝑛مثبت‌معین‌و‌متقارن‌با‌اندازة‌𝑄در‌صورتی‌که‌ × 𝑛
0با‌مقادیر‌ویژة ≤ 𝜆۱ ≤ 𝜆۲ ≤ ⋯ ≤ 𝜆𝑛

دارای𝑚مقدار‌ویژة‌بزرگ‌و𝑛 − 𝑚مقدار‌ویژة‌کوچک‌حول‌یک
𝜖 = 𝜆𝑛−𝑚 − 𝜆۱پس‌از‌‌،𝑚 + قدم،‌داریم۱

𝒙𝑚+۱ − 𝒙∗
𝑄 ≈ 𝜖 𝒙0 − 𝒙∗

𝑄

به‌چه‌معنا
رسیدن‌به‌تقریب‌خوب‌با‌𝑚 + قدم۱

دو‌خوشه-مثال•
خوشه‌مقادیر‌ویژة‌بزرگ‌دارای‌پنج‌عضو•



سرعت‌همگرائی‌گرادیان‌مزدوج

تقریب‌بیشتر

𝜅 𝑄 = 𝑄 𝑄−۱ =
𝜆𝑛

𝜆۱ 

𝒙𝑖 − 𝒙∗
𝑄 ≤ ۲

𝜅(𝑄) − ۱

𝜅(𝑄) + ۱

𝑖

𝒙0 − 𝒙∗
𝑄

مناسب‌در‌مواقع‌داشتن‌تقریب‌بالا‌و‌پایین‌مقدار‌ویژه‌ها
مقایسه‌با‌گرادیان‌نزولی

𝒙𝒊 − 𝒙∗
𝑄 =

𝜅(𝑄)−۱
𝜅(𝑄)+۱

𝑖

𝒙0 − 𝒙∗
𝑄



سرعت‌همگرائی‌گرادیان‌مزدوج

𝒙𝑖+1 − 𝒙∗
𝑄
2 ≤

𝜆𝑛−𝑖 − 𝜆1

𝜆𝑛−𝑖 + 𝜆1

2

𝒙𝑖 − 𝒙∗
𝑄
2

𝒙𝑖+1 − 𝒙∗
𝑄 ≈ 𝜖 𝒙0 − 𝒙∗

𝑄

𝒙𝑖 − 𝒙∗
𝑄 ≤ 2

𝜅(𝑄) − 1

𝜅(𝑄) + 1

𝑖

𝒙0 − 𝒙∗
𝑄

0 ≤ 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ ⋯ ≤ 𝜆𝑛

•𝜅 𝑄 = 𝑄 𝑄−۱

•𝜅 𝑄خوش‌وضعیتی»:کوچک»
•𝜅 𝑄بدوضعیتی:بزرگ»!
𝜅گاهی‌اوقات‌امکان‌تعریف‌• 𝑄با‌مقادیر‌ویژه

چه‌مواقعی؟•



سرعت‌همگرائی‌گرادیان‌مزدوج

𝒙𝑖+1 − 𝒙∗ ≤
𝜆𝑛 − 𝜆1

𝜆𝑛 + 𝜆1

𝒙𝑖 − 𝒙∗

𝜆1بر‌𝜆𝑛در‌صورت‌غلبة‌

𝜆𝑛 − 𝜆1

𝜆𝑛 + 𝜆1

= 1 − 2
𝜆1

𝜆𝑛
= 1 −

2

𝜅(𝑄)

تابع‌درجه‌دو‌
بیضی‌های‌متحد‌المرکز

بزرگتر𝜅(𝑄)هر‌چه‌
بیضی‌کشیده‌تر
کاهش‌همگرائی



منابع

[نازه‌دل]

[لوئنبرگر]
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